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1 Geometriques

Definicié 1. Una série geométrica és un sequit de nombres (o expressions al-

gebraiques) ag,ay, ...,a, tal que Vi tenim ““X = r on aquesta r és fiza i la
a;

denominem rao.

Observacié 1. Conegut ag (o de fet qualsevol altre) i r tots els termes queden
determinats: a; = ag *r*

Demo must know 1 (Suma de una série geométrica). Tenim que

- - ;  ao—apt1  ag(l—r"th)
S = E a; = E ag *1r't = =

‘ ‘ 1—1r 1—7r
=0 =0

Anem a demostrar-ho:
S=ag+r*xag+..+r"*ag

reS=rxay+rica +..+r"xag+r""xag

Restant:

17 n+1
(l—r)Szao—r"H*aoéS:%
—r

Observacio 2.

n n —k+1
i Qg —apy1  ap(l—rnTRh
Szg aizg ag ¥ 7' = =
; : 1—7r 1—r
i=k i=k

és a dir podem substituir ag per un terme qualsevol per comencar i la formula
sequeix la mateixa logica.

Observacié 3. Si|r| <1 tenim que lim,, o, 7™ = 0 pel que deduim que:

Observacié 4. L’expressid anterior és itil en contextos formals (polinomis

1

generadors) per exemple expressariem 1 +x + ... +a™ + ... = =



2 Binomi de Newton

2.1 Mini repas sobre binomials i multinomials
Definicié 2. Definim els mimeros binomials: C(n,k) = (}) = k,(n ol (n

choose k). Es el mimero de formes d’agafar k boles de n boles numerades.
Obviament si k <0 o k > n tenim (}) = 0.

Definicié 3. Definim els nimeros binomials: (k'l "

.....

tem que Y k; = n. Es la forma de pintar k; boles del color i. Observem que
n n n—k
(kl,...,kq) = (k:l)(kg,..‘,;cq)

Observacio 5. Els numeros binomials que formen el triangle de Tartaglia com-
pleizen moltes propietats:

o (1) = (2%

o () + G5 = Gh)

o > ,C(n,i)=2"

o Y20, 2%i) = Y M2C(n, 2% i+ 1) = 20

e Hockey-Stick lemmas: Zf:o (") = (”ﬂ?“) 0 Zf:o (") = ("Zﬁrl)
(graficament s’enten bé)

) _ n! .
k) = 71—[ Tl on mnecesst-

2.2 Elevar coses a lan
Teorema 1 (Binomi de Newton). Per elevar binomis:
" /n
p" = ipn—t
(a+b) Z (Z,)a b
=0
Teorema 2 (Multinomial theorem). Per elevar sumes de moltes coses:
n
(a1 +as+...+ap)" = Z alfl ai’“
bl,.. bk
bi+...+bp=n
Observem que si n = 2 recuperem el de Newton i que els b; son no negatius.

Demo must know 2 (Wtf diu lo de adalt). Observem que (a1+az+...+ag)" =
(a1 +az2+...4+ag)(ar +az+...+ak)...(a1 +as + ... +ax) n cops. Ara aplicant la
propietat distributiba cada sumand del resultat sera escollir un element de cada
paréntesi. Ara observem que el numero de formes de escollir elements tal que
la seva multiplicacio sigui al{ . aZ’“ €s (b17_77bk) amb el que concloem.



3 Desigualtats

De desigualtats n’hi han moltes i moltissimes formes d’operar amb elles. Al final
la majoria es redueixen a la segiient llista:

e 22>0

| +b] < laf + [b]

lla| = 1b]] < |a — b]
ec">r+lie*=zx+4+1 < =0

a>b < —a<-b

e a<bic<dllavorsa+c<b+d
I algunes una mica més profundes:

Teorema 3 (Desigualtats de mitjanes). Donada una col-leccié de n no negatius
a;:
2
a; a;
min a; < (Hai)l/” < 2ai < 20 < maxa;
n n

En general si a < b llavors:
>oaf 1y ali,
1 a < 1
(Elyye < (=0

I les igualtats es donen si només si els a; son tots iguals.

Observacié 6 (Desigualtat aritmetico-geometrica o AM-GM). Del teorema an-
terior a la practica lo tmportant és que vVab < a7+b

Teorema 4 (Couchy-Schwarz). a b < |a||b| i ligualtat es dona només si son
paral-lels. (estem parlant de vectors pero si expandim la desigualtat €s interesant
en molts contextos)

Teorema 5 (Desigualtat de reordenament). Si 0 < a; <as < ..<a, i0<
b1 <bg < ... < by, la forma de emparellar cada a amb un b multiplicar © sumar-
los a.k.a ) aibyy que mazimitza el resultat és ) a;b; i la que el minimitza és
> aibn_it1. Es a dir els grans amb els grans per maximitzar i els grans amb
els petits per minimitzar.

Teorema 6 (El més important). f(x) derivable implica que els mazims i minims
es donen on f'(x) =0

El treballar amb desigualtats resulta de vegades basic en el context de in-
tercanviar ordre de sumatoris i semblants pero és un tema molt practic i molt
poc teodric.



4 Trigonomagia
Teorema 7 (Tot surt d’aqui. Moivre). e®’ = cosa + isina
Teorema 8 (I d’aqui). cos®a +sin?a =1
Observacié 7. Identitats a saber:
e arccossinz = /1 — 22
e arcsincosx = m

o (tanz) =

cos? x
e (arctanzx) = H%
e (arccos(z)) = — 11_12
e (arcsin(x)) = \/11+7

Observacié 8. Identitats a saber (deduir)

e cos(a+f) = Real(e'®T#)) = Real(e'*e*?) = Real((cos a+isina)(cos S+
isin 8)) = cosacos f — sin asin 3

e Per al sinus de la suma, les respectives restes i angles dobles operem igual.

et eia

® COsa = 2

ia —ia
—e

e sina = “—;

5 Randoms

Observacié 9 (Cardano-Vieta). Si o, 3 son les arrels de x* + ax + b tenim
af=bia+ B =—a. La suma dels VAPs (amb multiplicitat) és la traga i la
multiplicacid el determinant (dtil per comprovar calculs).

Observacié 10 (Bolzano). Si f continua i f(a)f(b) < 0 lavors f(c) =0 per c
entre a 1 b.

Observacié 11 (Fraccions simples). Si a un problema hi ha una cosa de la for-

ma % es pot (i 8 de cada 10 cops el problema es resoldra wizi) expressar
algo _ algo’ + algo’’

(a+b)(c+d) — a+b c+d

Observacié 12 (Arrels de l'unitat). Si k € Z tenim 2™ =1 = ™ = 1z =

e n i només ens cal k entre 0 i n — 1. De la mateiza forma trobem qualsevol
arrel n-essima d’un numero. A més per les formule de Cardano Vieta tenim que
> arrelsn —essimesdel =0 i Y arrelsn — essimesdel = £1 segons la paritat.

logs, perm



