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Pero que volem de veritat?

o Completesa: tot el que és cert es pot provar.

o Consistéencia: no hi ha proposicions contradictories. Principi
d’'explosié.

e Decidibilitat: donat una proposici6 és pot decidir (mitjangant un
algorisme) si aquesta és certa.
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Primer teorema de Godel

Teorema (1931)

Tot sistema logic consistent (recursivament enumerable) capag de fer
aritmética basica (amb el enters) és incomplet.

Interpretacié

R o C si que es poden definir de forma completa.
Podem incloure altres axiomes per a que el nostre conjunt de axiomes
original sigui complet, perd no ho sera el nou sistema.
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Sketch de la prova

Nombre de Godel

Donem als caracters basics (0S =< + x ()x * 3V V A=) un natural dnic
sense 0.

Ho estenem a cadenes intercalant 0.
Ho estenem a llistes de cadenes intercalant 00.
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Sketch de la prova

Nombre de Godel

Donem als caracters basics (0S =< + x ()x * 3V V A=) un natural dnic
sense 0.

Ho estenem a cadenes intercalant O.

Ho estenem a llistes de cadenes intercalant 00. )

Regla de deduccio

Si S1 i S, impliquen per regla logica (R) S escrivim nRm on n = G(51,52)
im=G(5,5%,5).

Tota cosa demostrable és un axioma o es pot provar amb un nombre finit
de R comencant amb els axiomes. Ara tota prova te un nombre de Godel.
Definim Proof(x, y) si x = G(prova de S) i y = G(S).
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Sketch de la prova

Autoreferencia

Per n € N i F(y) una formula que depen de un parametre (F pot ser: y és
primer) definim:

q(n, G(F)) < —Proof(n, G(F(G(F)))

Donat n, m podem provar g(n, m) o =q(n, m) en un nombre finit de
passos.

Definim P(x) = Vy, q(y, x)
P(G(P)) =Vy,q(y, G(P))
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Segon teorema de Godel

Teorema (1931)

Cap sistema logic consistent es capag¢ de fer aritmetica basica és capag de
provar la seva propia consisténcia.
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Que és un algorisme?

Maquina de Turing
Model basic pero equivalent als llenguatges de programacié moderns.

T = {ra ba Z? Q7 q0, A7 6}
I = alfabet, b € I el blanc, ¥ C I els simbols d'entrada, @ estats, qg € @

estat inicial, A C Q estats acceptadors, § : @ x ' = Q x ' x {—1,1}
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Que es pot computar?

Llenguatge reconegut

Donada T el seu llenguatge L+ C ¥* és el conjunt de paraules d'entrada
tal que la maquina T para (arriba a estat acceptador) en temps finit (no
importa la complexitat).

Llenguatge decidible

L és un llenguatge decidible si existeix maquina de Turing T tal que
L=Lt.
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Cositas

Teorema: Maquina mestre

Hi ha una maquina de Turing que donada una maquina de Turing T
(codificada de alguna manera adient, numerem maquines igual que feiem
proposicions) i una entrada x simula la execucié T(x).
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Cositas

Teorema: Maquina mestre

Hi ha una maquina de Turing que donada una maquina de Turing T
(codificada de alguna manera adient, numerem maquines igual que feiem
proposicions) i una entrada x simula la execucié T(x).

Turing Completesa

Multitud de coses equivalents a una maquina de Turing:
o C++

Qualsevol llenguatge amb if's, salts i memoria infinita.
PowerPoint

o
o
o Game of Life (Conway)
@ Minecraft

o

Certes colonies de formigues
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Entscheidungsproblem

Problema de decisié (Hilbert i Ackermann 1928)

Hi ha un algorisme que donada una proposicié respon en temps finit si
aquest és conseqliencia logica de un conjunt d’axiomes.
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Entscheidungsproblem

Problema de decisié (Hilbert i Ackermann 1928)

Hi ha un algorisme que donada una proposicié respon en temps finit si
aquest és conseqliencia logica de un conjunt d’axiomes.

Teorema (Church i Turing independement, 1936)

No existeix |'algorisme.

Church—Turing thesis

Teorema: El A-calcul (Church) i les maquines de Turing computen les
mateixes funcions.

Assumpcid: Les maquines de Turing capturen el que entenem per
algorisme.
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Halting Problem

Teorema

No hi ha cap maquina de Turing que decideixi si una maquina de Turing
amb una entrada donada para.
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Halting Problem

Teorema

No hi ha cap maquina de Turing que decideixi si una maquina de Turing
amb una entrada donada para.

Sigui T la maquina que decideix el Halting Problem.
def g():
if T(g):
while(true)
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Halting Problem

Teorema

No hi ha cap maquina de Turing que decideixi si una maquina de Turing
amb una entrada donada para.

Sigui T la maquina que decideix el Halting Problem.
def g():
if T(g):
while(true)

Entscheidungsproblem

Podem expressar el concepte de que una maquina pari com una premissa
en el nostre sistema logic, i per tant no hi ha algorisme que la decideixi.

o
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Halting Problem ho soluciona tot

Per pensar: Si tinguessiu una maquina de Turing que resol Halting
Problem, resoleu la conjectura de Collatz.

| conjectura de Goldbach?

| hipotesi de Riemann?
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Busy Beaver numbers

Joc n-busy beaver

Donar una maquina de Turing de n estats i un halting state. Ha de parar

si I'entrada és tot 0.

n-BB

La maquina que més 1 escriu al joc n-busy beaver.

Y

Y (n) la maxima puntuacié conseguible al n-busy beaver.
Creix més rapid que qualssevol funcié computable.
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Busy beaver number

Values of Z(n, m)
n

., 2-state 3-state 4-state 5-state 6-state 7-state
2-symbol 4 6 13 40987 >85x1018%7 4100
3-symbol 9 =374 676 383 >1.3x107036 ? ? 2
4-symbol 22050 >3.7 x 10518 ? ? 2 ?
5-symbol >1.7 x10%52 ? ? ? ? ?
6-symbol >1.9 x 104933 ? ? ? ? ?

Tan fort com Halting problem!

Existeix una maquina de Turing de 27 + 1 estats que es para si i només si
la conjectura de Goldbach (tot parell > 2 és suma de 2 primers) és falsa.
Sabent BB(27) pots resoldre la conjectura de Goldbach, simplement fes
anar la maquina BB(27) passos i mira si ha parat.
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Navier-Stokes

Equacions de Navier Stokes

EDPs que modelen com (creiem) que evolucionen els fluids.

Pregunta (10° dolars)

Les solucions sén existeixen, sén tniques i "boniques”? Realment sén un
model correcte?
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Navier-Stokes

Equacions de Navier Stokes

EDPs que modelen com (creiem) que evolucionen els fluids.

Pregunta (10° dolars)

Les solucions sén existeixen, sén tniques i "boniques”? Realment sén un
model correcte?

Estrategia

Si som capacgos de construir una maquina de Turing (Maquina mestre)
utilitzant aquestes equacions sabem que el seu comportament sera
indecidible...

Poques esperances de que les solucions estiguin ben definides i semblants. )

Feina de la UPC! Robert Cardona i Eva Miranda tenen els dltims resultats
en el camp obert per Terence Tao (i altres).
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